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Abstrakt

Tento ¢lanek je koncipovéan jako rozsiteny zdpis prubéhu prvniho soustiedéni z predmétu Ma-
tematika II pro studenty 1. ro¢niku kombinovaného studia na Fakulté strojni, VSB-TU v Ostravé.
Rozebirdme zde prakticky postup integrace tzv. racionédlnich lomenych funkei (RLF), tedy vypoctu

P
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kde P(z) a Q(x) jsou libovolné polynomy.
Text je urcen k pripravé na zkousku z predmétu Matematika II.

Motivace. Polynomy jsou asi nejdulezitéjsi elementarni funkce v tom smyslu, ze na zakladé Taylo-
rovy véty lze libovolné komplikovanou (elementarni) funkci pfinejmensim na néjakém okoli libovolného
bodu s libovolnou presnosti aproximovat (tzv. Taylorovym) polynomem. Toho se ¢asto vyuziva v praxi,
kdy se néjaka realna data nahradi vhodnym polynomem. Odtud prameni potieba znalosti prace s po-
lynomy (soucet, soucin, podil a jejich derivace a integral).

RLF navic ¢asto vystupuji pii feSeni komplikovanych integrala substituéni metodou. Totiz, zejména
pfi substitucich 2. druhu (iracionalni substituce, goniometrické substituce, aj.) se slozity integrand
pomoci vhodné substituce prevani pravé na RLF a tloha se tak redukuje na problém integrace néjaké
raciondlni lomené funkce.

Definice. Polynomem neboli mnohoc¢lenem v proménné x rozumime libovolnou funkci tvaru
P(z) = apz™ + an_12" 1 + -+ a12 + ap.

Cisla ag, . . ., ap € R nazyvame koeficienty polynomu P(z) a ¢islo deg P(x) = n, tedy nejvyssi mocninu,
nazyvame stupném polynomu P(zx). Pro polynom stupné n pouzivdme také oznaceni P,(x), zejména
chceme-li zdtraznit o polynom jakého stupné se jedn4.

Letmé seznameni. Pro nékteré velmi jednoduché polynomy umime RLF zintegrovat pomoci za-
kladnich integraénich vzora, napiiklad
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To je kupodivu v8e co muze vyjit pii integraci RLF. Tedy feSenim je obecné soucet
— polynomu,
— lomené funkce,
— prfirozeného logaritmu a

— funkce arkus tangens.



Algoritmus feSeni. Nasim cilem tedy bude pfepsat RLF na soucet jednoduchych (tzv. parcidlnich)
zlomku, které pak snadno zintegrujeme. Dulezité je, zZe to lze provést pro libovolné polynomy P(x)
a Q(z). Naucime se univerzalni recept, jakousi kucharku uvafrit integral z jakékoliv RLF, a navic jen
ve Ctyfech krocich:

1. pfevod na polynom + ryze lomend funkce (déleni)

2. rozklad jmenovatele na soucin kofenovych Cinitelt

3. rozklad RLF na soucet parcidlnich zlomki

4. integrace parcidlnich zlomki

Pro pochopeni strategie rozkladu na parcialni zlomky prozkoumejme vyfesenou ilohu 1.-3.:
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Funkce na levé strané vznikla prevodem funkce z pravé strany na spoletného jmenovatele (presvédéte
se o tom!). Stac¢i tedy veédét, ze nase uloha je obracend tloha k prevodu funkce na spoleéného
jmenovatele. Snazime se tedy najit funkci, kterd (kdyz prevedeme na spoleéného jmenovatele a
roznésobime) je rovna nasemu zadéni.

Integral funkce na levé strané je tedy souc¢tem integralu funkci na pravé strané, které jsou stejného
typu jako ukézkové piiklady z pfedchoziho odstavce.

Pojd'me jednotlivé kroky bliZe rozebrat.

1. Prevod na ryze lomenou funkci (déleni polynomi):

Raciondlni funkci nazyvame ryze lomenou je-li deg P(z) < deg Q(x).
Pokud je stupen polynomu (nejvyssi mocnina) v ¢itateli vétsi nebo roven stupni polynomu ve
jmenovateli, tedy

deg P(z) > deg Q(x) |

vydélim je. Déleni polynomu probih4 tiplné stejné jako déleni mnohocifernych ¢isel se zbytkem (zkuste
si dosadit = 10 a uvidite):
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kde deg S < deg @, takze jsme si RLF rozlozili na souéet polynomu, ktery jiz umime zintegrovat, a
ryze lomené funkce, kterou se nauc¢ime integrovat v dalsich bodech kuchaiky.

Priklady
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2. Rozklad jmenovatele na souc¢in korenovych cinitelii:

A) Kofen a soucin kotfenovych ¢initela

Cisla z v nichz nabyvé polynom hodnoty nula se nazyvaji koreny polynomu Q(x). Tento pojem jiz
jisté znate (srov. kofen kvadratické funkce = Feseni kvadratické rovnice).

Véta 1. (Zakladni véta algebry) Kazdy polynom Q(x) stupné n md prdvé n komplexnich korenii.

I s touto vétou jste se jiz setkali, alespon pro kvadratické polynomy.
Polynom z — z nazyvame korenovym c¢initelem polynomu Q(z). Pozor, zde je x proménnd a z ¢islo,
tedy priklady korfenovych ¢initelu jsou z — 1 nebo = — 2 4 3.

Dausledek 2. Kazdy polynom Q(x) stupné n se dd zapsat ve tvaru tzv. soucinu korenovijch ciniteli
Q@) =k(z —z0) - (x —21) -+ (2 — 2n), (2.1)
kde xo,x1,...,x, jsou (komplexni) koteny polynomu Q(z).

V rozkladu nerozliSujeme zda jsou kofeny ruzné nebo stejné. Ndsobnosti kotene x; rozumime to,
kolikrat vystupuje kofenovy ¢initel v rozkladu (2.1).

Je-li komplexni ¢islo z = a 4 bi kofenem polynomu Q(z), pak je také komplexné sdruzené ¢islo
Z = a— bi jeho kofenem. Soucin kotenovych éinitelt (z — 2) - (x — 2) = 22 + px + ¢ je polynom druhého
stupné (kvadraticky polynom s redlnymi koeficienty a se zdpornym diskriminantem).

Dausledek 3. Kazdy polynom Q(x) stupné n se dd v mnoziné redlnych funkci zapsat ve tvaru
Qz) = (x—x0) - (x— 1)+ (x —m3) - (2" + pro+ q1) -+ (2° + pjz + ¢5)

kde o, 1, .. .,x; jsou redlné koreny polynomu Q(x) a x* + px + q jsou souciny korenovijch ciniteli
prislusnijch ke komplexné sdruzengm koreniim, tedy 2% + pxr +q = (v — 2) - (z — 2).

Nejlépe vse pochopite na piikladech polynomu druhého stupné:
(a) 22 — 1= (z — 1)(z + 1): dva jednoduché realné kofeny z; 5 = +1
(b) 22 — 224+ 1 = (2 — 1)?: jeden dvoj-ndsobny redlny kotfen zq = 1
(c) 2%+ 1: nelze rozlozit, nem4 redlné koteny, komplexni kofeny jsou 21,2 = £1; piislusny rozklad v
C by byl Q(z) = (z —i)(x + ).
(d) 2% — 22 + 2: nelze rozlozit, nem4 realné kofeny, komplexni kofeny jsou z12=1=x1
a tfetiho stupné:
(a) 23— 322 4+ 32 — 1 = (z — 1)3: jeden troj-ndsobny redlny koien zg = 1
(b) 28 — 2?2 —x+1 = (z — 1)?(x + 1): jeden dvoj-ndsobny realny koien zo = 1 a jeden jednoduchy
redlny kofen xg = —1
(c) 28 — 222 —x +2 = (z — 1)(x + 1)(x — 2): tii jednoduché realné kofeny x1 = 1,29 = 2,03 = —1
(d) 28 —22+2—1= (x—1)(22+1): jeden jednoduchy redlny koien xo = 1 a dva komplexn{ koieny
T12 = X1
Dodejme, ze jiné moznosti (krom konkrétnich hodnot kofent) u polynomu druhého a tfetiho stupné
nemohou nastat.

B) Hledani kofent polynomu

v~/

koeficienty jsou celd ¢fsla.(D)

() Jsou-li mezi koeficienty také racionalni &fsla, lze polynom prevést na polynom s celo&iselnymi koeficienty, a to tak,
ze jej vynasobime spoletnym jmenovatelem koeficientl, coz pochopitelné neméni nezméni kofeny.



Hornerovo schema viz napi. [VUT]. Pouziva se k:
(a) ovéteni zda je ¢islo xg kofen,
(b) déleni P,(z)/(x — a) = P,—1(x), kde a je kofen. Tim dosdhneme sniZeni stupné polynomu, jak
tvrdi Bezoutova véta P, (z) = (x — a)P—1(x).

Nasledujici véta velmi omezuje mnozinu ze které mé smysl vybirat mozné koteny:

Véta 4. Bud Q(z) = ana" + ap 12" + - + a1 + ag polynom s koeficienty a; € Z. Je-li jeho
korenem ¢islo xg € Z, pak xolag (koren je délitelem absolutniho élenu,).

Kdybychom ji neméli, museli bychom vyzkouset vSechna (celd) ¢isla. Takto je alespon jasné, ze pokud
zadny z délitelu ¢isla ag neni kofenem, pak Q(x) prosté nemé celociselny koren.
Priklady
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3. Rozklad na parcialni zlomky:

Jde o opacny proces k davani zlomku na spoleéného jmenovatele:
(a) Zépis jmenovatele jako sou¢in kofenovych ¢initelu (viz vyse)
(b) Zapis rozkladu jako soucet parcidlnich zlomku typu

A
Typl. —p (pro reédlny kofen )
(2 — z0)
Mz + N
Typ 1L T (pro komplexné sdruzené kofeny)

(2% + pz + )F

kde k je nasobnost kofene a kazdému k-nasobnému kofeni odpovidd pravé k parcidlnich zlomku.
Pocet neznamych konstant (4, B,C,..., M, N,...) tedy odpovid4 stupni jmenovatele Q(z), tedy
kazdému redlnému nebo komplexnimu kofenu odpovidd pravé jedna nezndma (konstanta).

(¢) Uréeni koeficientu v ¢itatelich: Po vynasobeni jmenovatelem dostdvame rovnost dvou polynomu,
kterou lze fesit dvéma zpusoby:
e pirevod na n + 1 rovnic o n + 1 nezndmych, pro deg @ = n (porovnani koeficientu dvou
polynomu)
e metoda nulovych bodu: dosazeni libovolného kofene do nezavislé proménné zjednodusuje
situaci.
Ukazme si rozklad na vzorovém piikladu
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Porovnanim koeficientit obou polynomu dostavame soustavu rovnic
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1: 0=—-A+B+D



kterou umime fesit metodami probiranymi v Matematice I (Gaussova elimina¢ni metoda, dosazovaci
metoda, ... ). ReSenim je ¢tverice A=1,B=1,C = —1,D =0, a tedy
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Piiklady:
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jednoduchy kofen xyp = 0 a dvojnasobny kofen x; = 2.
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dvojnésobny kofen xg = 0 a dva komplexni kofeny x 2 = +1i.
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jednoduchy kofen x¢g = 1 a dva komplexni kofeny x1 2 = £i.
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dva dvojnasobné komplexni kofeny x; o = +i.

4. Integrace parcialnich zlomkaii:

Je jich celkem 6 typt, vétsinu uz umime zintegrovat:

1. Zlomek piislusny jednoduchému realnému kofeni:
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2. Zlomek piislusny nasobnému realnému kofeni:
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3.—4. Zlomek piislusny jednoduchym komplexné sdruzenym korenum:
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5. Zlomek piislusny nasobnym komplexné sdruzenym kofentim:
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Priklady (integraly piiklada z predchoziho kroku)
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leohy k procviceni:

/x4—|—2x3—|—2x2—|—5
dz,

x3—|—1

1
d
/22—1 ¥
222 — 5 T
———d ——d
/:c4—5:1:2—|—6 “ /x4—3x2+2 o

5 4
-8
/fﬂgxdx
z° —4x

Jen pro uplnost (viz napi. [MS, lekce 9])
Posledni parcialni zlomek

1
(x° + pz + q)

rozlozime pFictenfm a ode¢tenim z2: u jednoho se snizi stupein jmenovatele, druhy se spoéitd metodou
per partes.
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