Matematika Il 7.1. Zavedeni diferencialnich rovnic

Definice 7.1.1.

(n—1)

Rovnice tvaru F(y™,y .-y, y,x) = 0 se nazyva diferencidlni rovnice

n-tého Fadu pro funkci y = y(z). Specidlné je

F(y',y,2)=0  mnebo 3y = f(x,y)

diferencialni rovnice prvniho radu.

Rad diferencialni rovnice je ad nejvyssi derivace hledané funkce y(x).
Resenim diferencidlni rovnice je kazda funkce, kterd rovnici vyhovuje (na
zadané mnoziné).

Graf konkrétniho feSeni rovnice se nazyva integralni kiivka.

Vyklad

V nasledujicim vykladu se budeme vénovat pouze rovnicim prvniho radu.
Rovnici povazujeme za vyfesenou, zname-li vSechna jeji feseni. Ta rozdélujeme

do nékolika typu:
e obecné feSeni rovnice 1. fadu predstavuje mnozinu funkci tvaru
o(z,y,C)=0 nebo y=o(x,C);
e partikularni feSeni je konkrétni funkce ziskana z obecného teseni volbou
nebo vypoctem konstanty C';

e vyjimecné resSeni nelze ziskat z obecného pro zadnou hodnotu C; existuje
pouze u nékterych typu rovnic a v tomto textu se jim nebudeme az na

vyjimky zabyvat.

Cile
Nase nejblizsi cile spoc¢ivaji v odpovédich na zakladni otazky, které si klademe

v souvislosti s diferencidlnimi rovnicemi:

1. M4 rovnice feseni?
2. Kolik je teseni a jakého jsou typu?

3. Jak se tato Teseni najdou?



Matematika Il 7.2. Existence a jednoznaZnost FeSeni

Véta 7.2.1.

Necht je ddna rovnice y' = f(z,y) a bod A = [zg,yo]. Je-li funkce (dvou

proménnych) f(x,y) spojitd v bodé A a urcitém jeho okoli, pak v tomto okoli

existuje feseni rovnice y' = f(z,y), které spliuje podminku y(xy) = yo. Je-li
Of(z.y)

spojita také derivace oy pak je feSeni praveé jediné.

oy,
-

Obr. 7.2.2. Integralni kiivky resSeni prikladu 7.2.2. Jednd se o kubické paraboly

pro C'=—2,—1,...,4 a osu x jako graf vyjimecného feSeni.



Matematika |l 8.1. Separovatelné rovnice

8. Metody feseni diferencidlnich rovnic 1. ¥adu

8.1. Separovatelné rovnice

Cile

V ptedchozi kapitole jsme poznali separovany tvar diferencialni rovnice, ktery
bezprosttedné umoznuje nalézt feSeni integraci. Existuje Siroka skupina tloh,
které jsou na takovy tvar prevoditelné bud jednoduchymi tipravami v rovnici
nebo vhodnou substituci. Oznacuji se jako separovatelné rovnice a nyni se
seznamime se tfemi nejcastéjsSimi typy:

a) y = P(x).Q(y) (zdkladni tvar separovatelné rovnice),
b) ' = flaz + by + ),

o)y =1f (ﬂ) (homogenni rovnice).

T

8.1.1. Zékladni typ

Vyklad
U tohoto typu, ktery zapisujeme obvykle ve tvaru y' = P(z).Q(y), postacuje

k separaci jednoduchd uprava rovnice (vyuzijeme identity y' = dy/dzx):

Y payde
Q(y)_P( )z

po niz muze hned nasledovat integrace.

Priklad 8.1.1. Najdéte feSeni rovnice iy’ = —y.cotgz.



8.1.2. Rovnice typu vy = f(ax + by + ¢)

Vyklad

Uvédomme si nejprve, ze y = y(x). Tuto rovnici lze tudiz pro libovolné kon-
stanty a, b # 0, ¢ € R transformovat na jednodussi separovatelnou rovnici sub-
stituci

ar + by +c= z(x).
Derivovanim tohoto vztahu podle x dostavame

Z —a dz

kde 2/ = 22,
bt T

a+by =72, odkud y =

Po dosazeni do puvodni rovnice vychazi postupnymi tipravami

M) = fmatbf() = s

Vysledkem je rovnice se separovanymi proménnymi, v niz lze jiz pokracovat in-

tegraci.

Piiklad 8.1.3. Reste rovnici y y+ 3z = 5.

8.1.3. Homogenni rovnice

Vyklad

Diferencialni rovnici nazyvame homogenni, lze-li ji upravit na tvar

r_ Y
y=1f (—) :
x
Resime ji prevedenim na separovatelnou rovnici substituci

Zdroven je vhodné pripomenout, Ze funkce f(z,y) se na oblasti Q € R nazgvd

homogenni stupné k, jestlize pro libovolné t = 0 plati

f(te, ty) = tkf(x7y> :

Doporucujeme povsimnout si této vlastnosti u clent v rovnicich uvedenych nize

(napt. ¢leny rovnice v ndsledujici uloze jsou homogenni stupné 2).

Priklad 8.1.5. Urcete obecné fesen{ rovnice (2xy — 2%)y’ = 3y* — 2zy.



Matematika 11 8.3. Linearni diferencialni rovnice

8.3. Linearni diferencialni rovnice

Cile

Ptrehled zakladnich typu diferencidlnich rovnic prvniho tadu zakonéime po-
jednanim o linearnich rovnicich, které patii v praktickych tlohach k nejfrekven-
tovanéjsim. Ukazeme naptiklad, ze

— jejich Teseni mé predem danou pevnou strukturu,

— teSeni lze zapsat v obecném uzavieném tvaru (na rozdil od jinych typu

rovnic),
— postupy pii jejich feSeni maji urcité univerzalni rysy, které lze uplatnit i u

linearnich rovnic vyssich radu.

Vyklad

Definice 8.3.1.

Linearni diferencialni rovnice prvniho fddu (LDR) je kazd4 rovnice tvaru

Y +p(x)y = q(),

kde p(zx), q(x) jsou funkce spojité na mnoziné M C R, v niz hleddme feSeni.

Je-li ¢(z) = 0 na M, nazyva se

Y +p(x)y =0

zkracenou linearni rovnici nebo také rovnici bez pravé strany. V opacném

ptipadé hovotfime o iplné linearni rovnici.

Véta 8.3.1.

Zkracend linearni rovnice ma obecné tfeseni

y(x) = Ol #e)es




Véta 8.3.2.

Obecné teseni uplné linearni rovnice ma obecné reseni

y(x) = g(x) +v(z) ,

kde g(z) je teSeni zkracené rovnice a v(z) je libovolné feseni uplné linedrni

rovnice.

metoda variace konstanty. Jeji princip spociva v realizaci predpokladu, ze

reSeni zkracené rovnice

y(x) = C.e= [p@)de

bude vyhovovat rovnici uplné, jestlize nahradime konstantu C' vhodnou funkei,

kterou urcime vypoctem. Budeme tedy predpokladat, ze
y(x) = C(x).e™ [ r@d
je hledanym fesenim a dosadime tuto funkci do tplné rovnice:

C"(:E).e_fp(f”) & _ C’(x)e_fp(m) 4 p(z) + C’(x).e_fp(x)  p(x) = q(x).

y'(x) y(x)

Na levé strané se odectou ¢cleny obsahujici funkci C'(z), takze zustane pouze vztah
C'(z).e” S P@ = g(z) | odkud  C'(z) = q(xz).ef P@) .
Findlni tvar funkce C'(x) stanovime opét integract:

C(z) = /q(m).efp(m) @K

Piiklad 8.3.1. Najdéte obecné feSeni rovnic xy’ — y = 223,



Shrnuti lekce
Uvodni 7. kapitola pfinesla informace o druzich feseni diferencidlnich rovnic
prvniho tadu a struéné teoretické poznatky o podminkach existence a jedno-
znacnosti feSeni:
1. diferencialni rovnici prvniho fddu muzeme psat v jednom z tvaru

y' = flx,y), F(y',y,z) =0  nebo  P(z,y)dr+ Q(z,y)dy =0;

2. pocatecni tlohou rozumime zadani, v némz je diferencidlni rovnice doplnéna
podminkou y(xy) = yo, na jejimz zdkladé uréime, které partikuldrni reseni

z mnoziny funkci predstavujicich feseni obecné prochdzi bodem [xg, yol;

3. je-li rovnice ve tvaru y’ = f(x,y), pak jeji feseni existuje na kazdé mnoziné,
kde je funkce f(x,y) spojitd; je-li navic spojitd parcialni derivace f(z,v),
je TeSeni jednoznacné.

V kapitole 8 jsme poznali nejcastéjsi typy rovnic prvniho fadu a metody jejich

feseni. Strucnou rekapitulaci predstavuje nésledujici tabulka.

Rovnice Typicky tvar Metoda teseni

separovatelnd | y' = P(z).Q(y) piima separace
proménnych

separovatelnd | y' = f(ax + by + ¢) separace po substituci

ar +by+c==z

homogenni y = f(%) separace po substituci
y =z
exaktni P(z,y)dzr + Q(x,y)dy = 0, | ureni kmenové funkce

jeli P =@,

linedrni Yy = P(x)y+ Q(x) variace konstanty




Matematika 11 9.1. Zkracena rovnice 2.¥adu

9. Linearni diferencidlni rovnice 2. ¥adu

Definice 9.1.1.

Linearni diferenciilni rovnice (LDR) druhého fadu m4 tvar

az(z).y"(x) + ar(2).y'(x) + ao(w).y(x) = b(x) ,

kde funkce (nebo konstanty) ag(z), ai(x), as(z) jsou koeficienty rovnice
a funkci b(x) nazyvame pravou stranou rovnice. Je-li na néjakém intervalu
b(z) = 0, jedna se o zkracenou (homogenni) LDR, je-li b(z) # 0, hovoiime

o rovnici nezkracené (iplné).

Definice 9.1.2.
Pocatecni tulohou pro rovnici ag(z).y” + a1(z).y’ + ao(z).y = b(x) nazyvame

zadani najit takové feseni y(x) této rovnice, které splnuje podminky

y(l’o) = Yo, y/(l’o) =Y -

Definice 9.1.3.

Vyraz Ciy:(z) + Coya(x) nazyvame linedrni kombinaci funkei yi(x), yo(z)
s koeficienty C, C.

Rekneme, 7ze funkce yi(x), ya(z) jsou na intervalu (a, b) linedrné zavislé,

existuji-li takové konstanty C, Cs, z nichz alespon jedna je nenulova, ze plati

Ciya(x) + Coya(z) = 0.

V opacném pripadé rekneme, ze funkce jsou linearné nezavislé.

Véta 9.1.2.

Je-li v nékterém bodé x € (a, b) determinant

() yo(x)

ruzny od nuly, jsou funkce y;(z), yo(z) na tomto intervalu linedrné nezavislé.
Determinant W (z) se nazyva Wronského determinant nebo zkracené wron-

skian této dvojice funkeci.




Véta 9.1.3.

Jsou-li y1(x), yo(z) dveé linedrné nezdvisla feseni zkracené rovnice
az(x).y"(x) + a1(2).y'(x) + ao(z).y(z) = 0,

ma jeji obecné feseni tvar y(x) = Cyyi(z) + Coya(x), kde Cy, Cy jsou libovolné

konstanty:.

Vyklad
Pozadavek linedarni nezavislosti dvojice funkei yi(x), yo(z) v obecném feseni
je podstatny, nebot jen v takovém piipadé muzeme jejich linedrni kombinaci
vyjadrit libovolna dalsi feseni. Kazda takova dvojice linearné nezavislych teseni

se nazyva fundamentalni systém reSeni této rovnice.

9.2. Zkracena linearni rovnice s konstantnimi koeficienty

Zamérime se na zkracené rovnice druhého fadu s konstantnimi koefi-
cienty, jejichz obecny tvar je
az " (x) + a1 y'(x) +ag y(r) =0,

kde ag, ay, as jsou realné koeficienty. Ukazeme nejprve zasadni skutecnost, ze

existuji feseni této rovnice ve tvaru

rT

y(z) = e,
kde r je zatim nespecifikovana konstanta. Snadno uréime derivace

rT

/ "
y(z)=re™ | y'(x) =17,
které dosadime do puvodni rovnice. Po vydéleni vyrazem e dostavame
2 _
as v +arr+ay=0,

coz je kvadraticka rovnice pro neznamou r. Tento vysledek znamena, ze funkce
y(x) = €™ bude fesenim diferencidlni rovnice pravé tehdy, kdyz r bude fesenim

prislusné algebraické rovnice.

Definice 9.2.1.

Kvadratickou rovnici ay 7°> + a1 r + ag = 0 nazyvame charakteristickou

rovnici diferencidln{ rovnice as y"(x) + a1 y'(z) + ap y(xz) =0 .




Véta 9.2.1.

Méjme linearni diferencidlni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty

az y'(x) + ay y'(x) + ao y(x) =0,

s charakteristickou rovnici  ay 2 4+ a; r 4+ ag = 0.
(a) M&-li charakteristickd rovnice dva ruzné redlné koteny ri, ry, ma dife-
rencidlni rovnice fundamentalni systém 1y; = €%, y = €™* a jeji obecné Teseni
je

Yy = Cie* + C’ge”x, 01, CyeR.
(b) Ma-li charakteristick& rovnice dvojnasobny redlny kofen r, mé diferencialni

rovnice fundamentalni systém y; = €’*, y, = ze’™ a jeji obecné teseni je
Yy = C’lem —+ ngcem = (Cl -+ CQJZ') y Cl, CQ ceR.

(c) Ma-li charakteristickd rovnice komplexni kofeny r;» = «a £ i, ma dife-
rencialni rovnice fundamentalni systém y; = e** cos fx, yo = e**sin Bz a jeji

obecné Teseni je

y = Cr1e*cosfr + Ce™sinfr, Cp, (3 ER.

9.3. Uplné linearni rovnice s konstantnimi koeficienty

Véta 9.3.1.

Obecné teseni tplné linearni rovnice druhého radu

az(z) y'(x) + ar(x) y'(x) + ao(z) y(z) = b()

ma tvar
y(z) = y(z) +v(z) ,

kde g(x) je obecné feseni zkrdcené rovnice a v(z) je libovolné feseni (tzv. par-

tikuldrni integral) diplné rovnice.




T

Priklad 9.3.2. Najdéte obecné teSeni rovnice y” — 2y +y = R

Reseni:
1. Charakteristickd rovnice 72 —2r +1 = 0 m4 dvojnéasobny koien r = 1, coz vede
k fundamentalnimu systému y; = e*, yo = xe”.

2. Wronskian a odvozené determinanty:

W(z) = =2

e’ (z+1)e”
0 xe® 72T
Wl(x> = ex . = _:L'2 + 1 )

e’ O er

W _= €T =

Q(LU) ex (6] xg + 1
241

Funkce C(z), Co(z):

Ci(x) :/MM//I((;? dx:—/ﬁx_i_ldx:—%ln(acQ—i—l)—i—Kl,

3. Vysledné feseni opét podle obecné formule (x):

o =arctgx + Ky .

1
y(z) = (K + Kpx) — 569” In(x* + 1) + ze“arctg x .

9.4. Rovnice se specialni pravou stranou

Konstanty, které jsme urcovali v predchozich prikladech, byly v podstaté ko-
eficienty polynomu (samotnou konstantu muzeme pokladat za polynom nultého
stupné). Odtud pochézi nejcastéji uzivany nézev tohoto postupu — metoda
neurcitych koeficienti. Jeji zédkladni variantu lze formulovat takto:

ma-li pravd strana linedarni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty tvar
b(x) = e (pm(z) coswz + g, (x) sinwz) |

kde pm (), q.(x) jsou polynomy stupriv m, n se zadanymi koeficienty, volime par-

tikularni integral ve tvaru

v(x) = 2" (Py(x) coswr + Qpr(x) sinwz) |





