Matematika Il 2. Urcity integrél

2.1. Pojem Riemannova uré€itého integrélu

Definice 2.1.1.

Rikame, ze funkce f(x) je naintervalu <a,b > integrovatelna (schopna integrace), je-li na

ném ohranic¢ena a aspon po ¢astech spojita.

Definice 2.1.2.

Necht je funkce f(x) integrovatelna na intervalu <a,b >, D, je déleni intervalu <a,b > a
R, Vybér reprezentantti. Rekneme, Ze funkce f je Riemannovsky integrovatelna na
intervalu < a,b >, jestliZe existuje ¢islo | e R s vlastnosti

lim o(f,Dy,Ry) =1

N—o0

pro libovolnou posloupnost déleni D, , pro kterou plati lim v(D,) =0 pfi libovolné volbé
nN—oo

reprezentanttt Ry, . Cislo | nazyvame uréity (Riemanniv) integral funkce f na intervalu

<a,b> apiseme I =] f(x)dx .

QD — T

Cislo a nazyvame dolni mez, ¢islo b horni mez, interval < a,b > integraéni obor a funkci f

integrand.
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Xn-1 énxg =b
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Obr. 2.1.6. Integralni soucet funkce f
Geometricky vyznam urcitého integralu
b

Je-li f(x)>=0 na intervalu <a,b>, pak If(x)dx piedstavuje obsah ,ktivocarého
a

lichobé&znika“ ohrani¢eného shora grafem funkce f(x), pifimkami x=a, x=b a osou x.

Vysledkem neur¢itého integralu je funkce (mnozina funkci), vysledkem uréitého integralu je éislo.
PrestoZe se jedna o zcela odlisné pojmy, existuje mezi nimi dulezita souvislost (veta 2.2.1).



2.2. Vypocéet a vlastnosti uréitého integralu

Véta 2.2.1. (Newtonova — Leibnizova formule)
Necht funkce f(x) je spojita na intervalu <a,b> a F(x) je primitivni funkce k funkci
f(x) vintervalu <a,b >, pak

b
jf(x)dx: F(b)-F(a).

a

Véta 2.2.2.

Necht funkce f(x) a g(x) jsou integrovatelné na intervalu <a,b > ac je libovolna

konstanta. Pak plati

b b b
a) j[f(x)tg(x)]dx:j f(x)dx + jg(x)dx,
a a a
b b
b) j cf (X)dx =c j f (x)dx.
a a
Definice 2.2.1.

Necht je funkce f(x) integrovatelna na intervalu <a,b > . Pak

b a
jf(x)dx:—j f (X)dx .
a b

Véta 2.2.3.

Necht je funkce f(x) integrovatelna na intervalu <a,b > ac je libovolné reélné ¢islo

a<c<b.Pakje f(x) integrovatelnd na intervalech <a,c > a <c,b> aplati

b c b
j f (x)dx = j f (x)dx + j f (x)dx.
a a C

2.3. Metoda per partes pro ur€ité integraly

Véta 2.3.1.

Maji-li funkce u(x) a v(x) vintervalu <a,b > spojité derivace u’(x) a v'(x), pak plati

b b
ju’(x) -v(x) dx =[u(x) ~v(x)]g —_[u(x) V(X)dX .
a a

Poznamka
Praktické pouZiti metody per partes je zcela analogické jako v pripadé neurcitého integralu

(kap. 1.3). Zejména plati navody, pro které funkce je metoda per partes vhodna.




2.4. Substituéni metoda pro uréité integraly

Véta 2.4.1. (Integrovani substitucni metodou ¢(x) =u)
Necht funkce f(u) je spojitd na intervalu < «, 8 >. Necht funkce u = ¢(x) ma spojitou
derivaci ¢'(x) naintervalu <a,b > anecht pro kazdé xe<a,b> plati a <p(x)< g,
a=¢(a), f=¢(b) (tedy funkce ¢ zobrazuje interval <a,b > nainterval < a, g >).

Potom plati

b s
J {00 (xdx = [ f(u)du.

a

Poznamky

1. Pri vypoctu urcitého integradlu zavedeme vhodnou substituci u=¢@(x) a vypocteme
diferencial du = ¢’'(x)dx jako u neurcitého integralu. Navic musime jeSte urcit nové meze.
,.Staré* meze a, b jsou pro pavodni promennou x. ,,Nova“ promennad u bude mit meze
a=g¢(@), f=o¢(b).

2. VreSenych prikladech vyznacime zménu mezi takto: a+> ¢(a) (staré dolni mezi a

odpovida nova dolni mez ¢(a)), resp. b+ @(b) (staré horni mezi b odpovida nova horni
mez ¢(b)).
3. V konkrétnim pripade se muze stat, ze ¢(a) > ¢(b) (nova dolni mez je vetSi nez mez horni).

Podle definice 2.2.1 mizeme meze zamenit a znaménko integralu se zmeni na opacné. Pokud

dostaneme ¢(a) = ¢(b), je podle pozndmky k definici 2.2.1 integrél roven nule a nemusime

dale pocitat.

Integrace sudych nebo lichych funkci

Véta 2.4.2. (Integral sudé, popt. liché funkce)

Necht je funkce f(x) integrovatelna na intervalu <-a,a >.

Je-li f(x) naintervalu <-a,a> sud, pak

a a
j f (x)dx = 2j f (x)dx,
-a 0

Je-li f(x) naintervalu <-a,a> licha, pak

a
jf(x)dx:O.

—a




Matematika I 3. APLIKACE URCITEHO INTEGRALU

3.1. Obsah rovinné oblasti

Véta 3.1.1.

Necht je funkce f(x) integrovatelna na intervalu <a,b > a je na ném nezaporna. Pak

vy 7|

pro obsah ktivocarého lichobéZnika ohrani¢eného shora grafem funkce f (x), ptimkami
x=a, Xx=b aosou x plati

b
P:jf(x)dx.
a

Véta 3.1.2.
Necht’ jsou funkce f(x) a g(x) integrovatelné a plati g(x) < f(x) pro kazdé
X e< a,b > . Pak pro obsah kiivocarého lichobéznika ohraniceného zdola grafem funkce

g(x), shora grafem funkce f(x) a pifimkami x=a, x=b plati

b
P:J'(f(x)—g(x))dx.
a

Véta 3.1.3.
Necht’ funkce f je dana parametrickymi rovnicemi x = o(t) a y = (t), pficemz funkce
o(t) a w(t) jsou spojité pro t e< a, f > . Je-li funkce ¢(t) ryze monotonni a ma spojitou
derivaci na intervalu < «, >, pticemz ¢(a) =a a ¢(f) =b, pak pro obsah ktivocarého

lichobé&Znika ohranic¢eného shora grafem funkce f, pfimkami x=a, x=Db a osou x plati

P=

B
[EZOLIOL:




3.2. Délka oblouku kFivky

Véta 3.2.1.

Necht je funkce f(x) definovana naintervalu <a,b > a ma zde spojitou derivaci. Pak

délka této kiivky

v

0 a l l | ' ' b

=

Obr. 3.2.1. Aproximace kiivky y = f(x) lomenou ¢arou

b b b b
s= [ (@02 +(dy)? = 1+% dx= | 1+[3_§j2 k= [T+ [P .
a a X a "

Véta 3.2.2.
Necht je kiivka dana parametrickymi rovnicemi x=¢(t), y=w(t), te<a, S >, pticemz

funkce @(t) a w(t) maji spojité derivace na intervalu < «, 8 > . Pak je délka této kiivky

p
s=| \/[(o'(t)]z +[y' ] dt.




3.3. Objem rotaéniho télesa

Véta 3.3.1.

Necht je funkce f(x) spojita a nezaporna na intervalu < a,b >. Pak rota¢ni téleso, které
vznikne rotaci kiivocarého lichobéZnika ohrani¢eného shora funkci f(x), osou x a

piimkami x=a, Xx=Db kolem osy x, m& objem

b
vzﬂjfz(x)dx.

Obr. 3.3.2. Roziezani télesa na tenké platky

Véta 3.3.2.

Necht funkce f je dana parametrickymi rovnicemi x =¢@(t), y=w (), te<a,f >,
piicemz funkce ¢(t) ma spojitou derivaci na intervalu < «, 8 > a funkce w(t) je spojita a
nezdpornd na intervalu < «, # >. Pak pro objem rota¢niho télesa, které vznikne rotaci

elementarni oblasti
pla)<x<op(B), 0<y<y(t),

B
kolem osy x, plati V' = [y ()| (t)]dt .

a

Pro vypocet objemu rotachiho telesa, které vznikne rotaci oblasti ohranicené krivkami

g(x) < f(x) kolemosy x pro x e<a,b >, pouZijeme vztah
b b b

V=z f2(x)dx—7zj.gz(x)dx:7zf[f2(x)—gz(x)de.
a a a

Casto se setkavame s chybou, kdy je umocnen rozdil funkci.

b
Vztah V = ﬂf[ f(x)- g(x)]zdx je evidentné nespravny!
a
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