Matematika Il

1. NEURCITY INTEGRAL

1.1. Primitivni funkce a neuréity integral

Definice 1.1.1.
Rikame, Ze funkce F(x) je v intervalu (a,b) primitivni funkci k funkci f (x), plati-li pro

vsechna x e (a,b) vztah F'(x)= f(x).

Definice 1.1.2.
Mnozina vSech primitivnich funkci k funkci f(x) naintervalu (a,b) se nazyva neurgity

integral této funkce. PiSeme:

If(x)dx:F(x)+C .

1.2. Z&akladni neurgité integraly

[1] J'de:C
[2] [idx=x+C
nd Xn+1
3. = C
[3.] _[x X n+1+
1
[4.] J'—dx:ln|x|+C
X
[5.] J'sinxdx=—cosx+C
[6.] Jcosxdx:sinx+C
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7] J-coszx J
[8.] ,[-2 dx =—cotgx+C
sin® x
[9.] I ! dx =arcsinx+C
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[10.] j — dx = arctgx+C
[12.] Jexdx:ex+C
f'(x)
13] |——=dx=In|f(x)|+C
[13] jf(x) | ()] +
[16.] jf(ax+b)dx=1F(ax+b)+c
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pro x e (-11)
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Véta 1.2.1.

Maji-li funkce f(x) a g(x) naintervalu(a,b) primitivni funkce, pak plati:

j (f(x) £ g(x))dx = j f (x)dx + j g(x)dx
J'cf (x)dx = cJ' f (x)dx , ¢c=Kkonst.

[ f(0dx=f(x)+C

1.3. Integrace metodou per partes

Pro integrovani soucinu dvou funkci f(x)-g(x) obecné neplati!!!

j f(x)- g(x)dx = j f (X)dx - j g(x)dx
Avsak ze vztahu pro derivovani soucinu dvou funkci
(u-v)'=u’-v+u-v' dostaneme u’-v=(u-v)'—u-v' aodtud integrovanim

ju’-v dx:J'[(u-v)’—u'v'] dx:u-v—'[u~v’dx.

Véta 1.3.1. (Integrovani per partes, ¢ili po ¢astech)
Maji-li funkce u(x) a v(x) v intervalu (a,b) spojitou derivaci, pak v (a,b) plati

Iu'(x) -V(X) dx =u(x)-v(x) —ju(x) V(x)dx .

Jednoduché typy integrala ieSitelnych metodou per partes.

Je-li P(x) polynom stupné n>1, pak u integralt typu:
jp(x)sin X dx,

I P(x)cos x dx,
IP(x)ede,
IP(x)aX dx

polozime v=P(x), takze v'=P’(x), kdezto u integrala typu:

IP(X) Inx dx,
f P(x)arctg x dx ,
j P(x)arcsin x dx ,
I P(x)arccos x dx
poloZzime u'=P(x), takZze u :JP(x)dx,

kde P(x) je polynom stupné n>0 (tedy i konstanta).




1.4. Integrace substituci

Véta 1.4.1. (Integrovani substitu¢ni metodou ¢(x) =u)
Necht' F(u) je primitivni funkce ke spojité funkci f (u) naintervalu («, 8) . Necht' ma
funkce u = @(x) derivaci ¢'(x) na intervalu (a,b) a necht pro kazdé x e (a,b) plati

o(X) € (a, B) . Potom je funkce F(e(x)) primitivni funkce k funkci f (¢(x))e'(x) na
intervalu (a,b). Tedy plati

| )¢ () dx=] f(u)du.

Substituce typu ¢(x) =u
Mame vypogitat integral typu I f (@(x)@'(x)dx.

Jsou-li splnény piedpoklady véty 1.4.1, poloZzime (provedeme substituci)
p(X)=U.

¢'(x)dx =du .

Diferencovanim této rovnice dostaneme

Dany integral tedy prevedeme na tvar

[ ()¢ (x)dx = [ f(u)du.

Postup bude Gspésny, pokud umime vypogcitat integral J f(u)du.

Véta 1.4.2 (Integrovani substitu¢ni metodou x = ¢(t))

Necht funkce x = ¢(t) zobrazujici interval («, #) nainterval (a,b) je rostouci, popt.
Klesajici, na intervalu («, #) a ma tam spojitou derivaci ¢'(t) # 0 a necht’ funkce

t =y (x) je inverzni funkce k funkci x = ¢(t) na intervalu (a,b). Je-li f(x) spojita
funkce na intervalu (a,b) a je-li G(t) primitivni funkce k funkci f (¢(t))@'(t) na

intervalu («, ), potom pro viechna x € (a,b) plati

[ £00dx = f(p(t) ¢'(t)dt =G(t)+C =G(y(x))+C .

Substituce typu x = ¢(t)
Mame vypogitat integral typu I f(x)dx.

Jsou-li splnény piedpoklady véty 1.4.2, poloZime (provedeme substituci)

X =p(t). Diferencovanim této rovnice dostaneme

dx = ¢'(t)dt . Dany integrél tedy pievedeme na tvar

J £00dx = f (o) o' (t)dt.

Postup bude Uspésny, pokud umime vypogitat integral _[ f(p(t)) o'(t)dt.




1.5. Integrace racionalnich funkci

Definice 1.5.1.

Polynomem Py, (x) stupné m nazyvame funkci

2

Py (X) = X" +...+a,X° + X +ay, a, #0.

Realna ¢isla ag, & ,..., ay jsou koeficienty polynomu.

Cislo m nazyvame stupném polynomu P(X).

Definice 1.5.2.

Cislo «, pro které plati Q,(a) =0, se nazyva kofen polynomu Q a vyraz X—a se nazyva

korenovy ¢initel polynomu Q.

Véta 1.5.3.
Kazdy polynom Q,,(x) = apx" +...+ a2x2 +aX+ag stupné n>1 Ize jednoznacné zapsat
ve tvaru:
Qn(x¥) =an(x—a) ... (x—y) (Xz + X+ )Y (X2 + PyX+ 0y )Y

se vzajemng raznymi realnymi kofeny ¢;, 1=1,2, ... u a vzajemng¢ raznymi

kvadratickymi polynomy X2 + Pjx+dj, J=12, ...v, které nemaji realné koreny.

Jeziejmé, Zeplati Nn=rR+r+...+1,+2(S5+Sy +...+5y)

Definice 1.5.3.
Racionalni funkci R(x) nazveme funkci, ktera je podilem dvou polynomu B, (X) a Q,(X):
P (X)
R(X\) =", Qu(x)#0.
Qn(X) &
Definice 1.5.4.
Pm(X)

Racionalni funkce R(x) = se nazyva ryze lomena, je-li stuperi m polynomu By, (x)

n

mensi nez stupen n polynomu Q,(x), tj. m<n.Je-li m>n, pak se funkce R(x) nazyva

neryze lomena racionalni funkce.

Véta 1.5.4.
Kazdou neryze lomenou racionalni funkci mazeme vyjadrit jako soucet polynomu a ryze
P, (X
lomené racionalni funkce, tj. R(x) = Fn () _ P, (X) + m, () ,kde my <n.
Qn (%) Qn (x)




Definice 1.5.5.

Casteénymi (parcialnimi) zlomky nazyvame racionalni funkce tvaru

A nebo 2Mx+N -
(Xx—a)™ (X“+ px+0Q)™2

kde A, M, N, p, g jsou realna ¢isla, ki, k, jsou ptirozena ¢isla a polynom X2 + pX-+q nema

redlné koieny (D = p2 —4q<0).

Poznamky

1. Parciélni zlomky prvniho typu odpovidaji realnym ko7enzm jmenovatele a parcialni zlomky
druhého typu odpovidaji dvojicim komplexne sdruzenych koreni.

2. Ryze lomenou racionalni funkci R(x) Ize vyjadrit ve tvaru

R(X) =Ry (X)+ Ro(X)+...+ Rg(X), kde Ry(X), Ro(x), ... Rg(X) jsou parcialni zlomky. Pro

integraci ryze lomené raciondlni funkce staci umet integrovat tyto parcialni zlomky.

A. Rozklad pro reélné rtizné kofeny polynomu Q, (X)

Jestlize polynom Qp(x) mak (k <n) realnych riznych kotent g, s, ... , e

. , e . P ..
(jednoduche koieny), pak lze ryze lomenou racionalni funkci R(x) =M rozlozit na
X
n

I .. Pp(X A
soucet parcialnich zlomku: m (X) = A +—2 4 4
Qh(x) X—og X-oap X— o

+Rea(¥)

kde A, Ay, ..., Ac jsou realné konstanty.

V ptipadé realnych jednoduchych korent polynom Q,,(x) dostaneme pouze integraly

parcialnich zlomka typu

idx:A In|x—a|+C.
X—a

B. Rozklad pro realné nasobné kofeny polynomu Q,(X)

Jestlize polynom Qp(x) ma r-nasobny (r <n) koten «, pak lze ryze lomenou racionalni

. Py (X " e 5
funkci R(x):M rozlozit na soucet parcialnich zlomki:
X
n

Pn)_ B B B

QX)) X-a (x—a)? (x—a)"

FRg () +

kde By, By, ..., B, jsou realne konstanty.




V ptipadé realnych nasobnych korena polynomu Q,(x) dostaneme integraly parcialnich
zlomkau typu

B e e e _
Ix_adx_BlIX_adx ByIn|x—a|+C

a
By

B _
Jgdk ” x:BkI(x—a) kdx:(l—k)(x—a)k_l

(x-a)

+C,pro k>2.

C. Rozklad pro komplexné sdruzené kofeny polynomu Q,(x)

Jestlize polynom Qp(x) ma komplexn¢ sdruzené koreny (jednoduché), pak lze ryze

T . Py (X . P
lomenou racionalni funkci R(x) :M rozloZit na soucet parcialnich zlomka:
X
n
Pm (X) _ I:)m (X) _ Mx+ N

Qu(¥) (% + pX +q)Qp_p (X) %24 px+q

kde M, N jsou realné konstanty.

Jestlize ma polynom Q, (x) komplexné sdruzené koieny (jednoduché), dostaneme

integraly parcialnich zlomku typu

J‘de: K In‘x2+ px+q‘+C

X<+ pX+q
a
p
X+
J.z L dx= L ! arctg 2_.cC.
X+ pX+(q \/ p? \/ p?
q_T q—T

D. Rozklad pro nasobné komplexné sdruzené kofeny polynomu Q,(X)

Jestlize polynom Q,(x) ma k-nasobné komplexné sdruzené koteny, pak Ize ryze lomenou

. . Py (X " y P .

racionalni funkci R(x)=Qm( ) rozlozit na soucet parcialnich zlomka:

X
n

Py (X) P (X) Mqx+ Nq Mox+ N, M X+ Ny
=73 K =3 = 2 Tt K’
QX)) (X + px+@) Quok(X) X"+ px+q (X“+ px+Qq) (X“ + px+Qq)

kde My, Ny, ..., My, Ny jsou realné konstanty.

1.6. Integrace goniometrickych funkci
Integraly typu jsinmx cos" xdx

. L . X
Integrély typu jR(smx,cos X)dx Univerzalni substituce th:t, Xe (-7, )




