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6.3. Linearni diferencialni rovnice druhého radu
s konstantnimi koeficienty

6.3.1. Definice

Definice

Linearni diferencialni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty nazyvame rovnici tvaru
ay"+apy'+agy = f(x),
kde a,,a;,a, jsou konstanty a funkce f(x) je spojitd v jistém intervalu /.
Je-li  f(x)=0, mluvime o zkracené linearni diferencidlni rovnici druhého Fadu
s konstantnimi koeficienty.

6.3.2. Reseni zkrdcené LDR Il. Fadu s konstantnimi koeficienty

D4 se dokazat, Ze partikuldrni feSeni zkracené linearni rovnice a,y" +a;y'+ayy =0 ma tvar

y= e® | kde k je realné nebo komplexni ¢islo. Tato funkce a jeji derivace y' = ke, y" = k2 ek
musi danou rovnici spliovat
kx+a1kekx+a0 ekx = 0,

Clzkz +a1k+ao =0.

a 2k 2 €
Cislo &, které urCuje partikuldrni feSeni, je kofen ziskané rovnice.

Definice

Algebraickou rovnici azk2 +a k +ay = 0 nazyvame charakteristickou rovnici zkracené linearni
diferencialni rovnice.

Véta
Necht' zkracend linedrni diferencialni rovnice a,y" +a;y'+ayy =0 ma charakteristickou
rovnici a2k2 +aik+ay =0, jejiz koreny jsou ky,k,. Pak obecné reseni diferencialni rovnice je
ve tvaru:
a) y=Cye" +C, ™" jestlize ky,ky jsou redlné rizné koieny,
b) y =C, " + Cyxe"™, jestlize k| =k, = k je dvojndsobny koren,

¢) y =e""(C\cosbx + C, sinbx), jestlize ky,k,jsou komplexné sdruzend cisla ki, = a £ ib.

Priklad 13: Uréete obecné feSeni diferencidlni rovnice y"” —5y'+6y =0.
Reseni: Charakteristicka rovnice k* —5k +6 = 0 ma dva realné riizné kofeny ky =2,k, = 3. Proto

obecné feseni dané rovnice ma tvar y = C; e** + C, e>*
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Priklad 14: Reste rovnici y" —4y' +4y =0.
Reseni: Charakteristicka rovnice k> —4k +4=0 mé dvojnasobny kofen k =2 . Obecné feSeni je

y= Cl ezx+ szezx .

Priklad 15: Reste rovnici y” +2y' +5y = 0.
Reseni: Charakteristické rovnice k2 +2k +5=0 ma komplexng sdruzené kofeny kyp =-1%2i.

Obecné Feseni rovnice ma tvar y =e " (C; cos2x + C, sin2x).

6.3.2. Reseni uplné linedrni diferencidlni rovnice Il. Fadu

Resime rovnici a,y” +a;y’ +ayy = f(x).
K dané rovnici ptifadime jeji zkracenou a ur¢ime feSeni, které oznac¢ime y, . Podle tvaru funkce
f(x) na pravé stran¢ rovnice mizeme u nékterych specialnich piipadt urcit tvar partikuldrniho
feseni p(x)nezkracené rovnice.

Véta
Obecné resent rovnice a,y"+a,y'+a,y = f(x) lze psat ve tvaru y =y, + ¥, kde y, je reseni

zkracené rovnice a y(x) je néjaké partikuldrni reseni uplné rovnice.

Tvar partikularniho feSeni y(x) zavisi nejen na funkci f(x), ale i na kofenech charakteristické

rovnice. Specialni tvar pravé strany je f(x) = e?*(P,(x)cosgx + 0,,(x)singx), kde P,(x),0,,(x)
jsou polynomy n-té¢ho a m-tého stupné.
Partikularni feSeni ma tvar

7 =x"eP*(4;(x)cosgx + By (x)sin gx),
kde A(x),B,(x)jsou polynomy s-tého stupné, ¢islo s je vétsi z ¢isel m, n a r je ndsobnost kotene
ki, =ptqi(r=012).

Nas budou prevazné zajimat jednodussi specialni ptipady:

I. Funkce f(x)= P(x) je polynom n-t¢ho stupné.

a) Cislo p = 0 neni kofenem charakteristické rovnice, pak partikularni feseni je $ = O(x) .

b) Je-li ¢islo p = 0 r-ndsobnym (7 =1,2) kofenem charakteristické rovnice (» = 0,1,2) , pak
partikularni fedeni je § = x" O(x).

V obou ptipadech je funkce Q(x)= Ax" + Bx"" + Cx"* + ... polynom n-tého stupné. Koeficienty 4,
B, C, ... vypolteme po dosazeni partikularniho feSeni y a jeho derivaci J’, 7" do dané rovnice a
porovnanim koeficienti u mocnin x.

II. Funkce f(x)=me?", kde m, p jsou konstanty

a) Neni-li ¢islo p kofenem charakteristické rovnice, pak partikularni feSeni ma tvar y = Ae?™.
b) Je-li ¢islo p kofenem charakteristické rovnice s nasobnosti » = 1,2, pak partikularni fesSeni ma

tvar y = Ax" eP”.
Konstantu 4 v obou pfipadech vypoéteme po dosazeni funkci p, ', 7" do dané rovnice.
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II1. Funkce f(x)=mcosgx+ nsingx, kde m, n, g jsou konstanty.

a) Neni-li ¢islo gi komplexnim kofenem charakteristické rovnice, pak y = A4 cosgx + Bsingx.

b) Je-li ¢islo gi komplexnim kofenem charakteristické rovnice, pak y = x(A4cosgx + Bsingx).

Po vypocteni neznamych konstant A, B,... v jednotlivych pfipadech, mame urceno partikuldrni
feSeni p(x) a obecné feSeni napiSeme ve tvaru y =y + 7, kde y, je feSeni zkracené diferencialni
rovnice.

Priklad 16 Reste rovnici " +4y’ +5y = 55 ~32x+5.
Reseni: Zkracend rovnice je y" +4y’ +5y =0, charakteristickd rovnice je k> +4k+5=0a jejt
kofeny kj, =-2+i.
Reseni zkracené rovnice je
yo =€ ¥ (Cy cosx + C, sinx).
Charakteristicka rovnice nema nulovy kofen, proto partikularni feSeni ma tvar
$=Ax? + Bx+C,
y'=2Ax+B,
y'=2A4.
Dosazenim funkce y a jejich derivaci do dané uplné rovnice dostaneme rovnost dvou polynomu

2A+8Ax +4B+54x% +5Bx +5C = 5x% —32x +5.
Porovnanim koeficient u stejnych mocnin x dostaneme rovnice

54A= 5,
8A4+5B=-32,
2A+4B+5C= 5.
Odtud uré¢ime

A=1,B=-8,C=7.

Partikularni feSeni je

y= X2 —8x+7.

Obecné feseni dané diferencialni rovnice je
y=e2%(C cosx+Cysinx)+x> —8x+7.

Reseni: Zkracena rovnice: y"” — y' =0, charakteristicka rovnice:

k*—k=0,
k(k-1)=0,
kl =O,k2 =1.

Reseni zkracené rovnice: y, = C; +C, e”.

Cislo p =0 je jednoduchy koten charakteristické rovnice, proto partikularni feseni ma tvar
hY x(Ax2 +Bx+C),
y= Ax® + Bx? + Cx,
$'=34x% +2Bx+C,

y"=6Ax+2B.

Dosadime do zadani a ur¢ime koeficienty:

6Ax+2B—34x* —2Bx—C =3x> —2x +3,

-95.-



Zaklady matematiky pro bakalare II.

-34=3,
64-2B=-2,
2B-C=3,

A=-1,B=4,C=5.
Partikularni feSeni: y = —x> +4x? +5x.
Obecné feseni: y = C; +Cy e* — x> +4x? +5x.

Reseni: Zkracena rovnice: y" —2y' =0, charakteristickd rovnice:

k?-2k=0,
k(k-2)=0,
kl :O, k2 :2

Reseni zkracené rovnice: y, = C; + C, e

$=Ae>,
Cislo p =3 neni kofenem charakteristické rovnice, proto partikularni feSeni ma tvar 3’ =34 e ,
P =94e%".

Dosadime do zadéani a ur¢ime koeficienty:
94e™ —64e> =6e™.

Rovnici zkratime e~ :
34=6,
A=2.

Partikuldrni fefeni: § =2¢*.

Obecné feseni: y = C; + Cy e> +2¢%".

Priklad 19: Reste rovnici y" +4y' + 4y =",

Reseni: Zkracena rovnice: y" +4y'+4y=0.
Charakteristicka rovnice: k2 +4k +4=0, ki =-2.
Reseni zkracené rovnice: y, = Cye *+ Cyxe 2.

Cislo p = -2 je dvojnasobnym kotenem charakteristické rovnice, proto partikularni feSeni ma tvar
y=Ax"e 7,

=2Axe - 24x% e = e 2¥ (24x —24x7),

2672 (2Ax—24x%) + e ¥ (24— 44x) = e 2¥ (44x? —8Ax +2A).

sadime do zadéani a ur¢ime koeficienty:

e 2 (4Ax? —8Ax +2A) + e 2F (—8Ax? +8Ax) +4Ax? e ¥ =,

)’}f
)’}”
Do

2x

L _ » 1
Rovnici zkratime e auréime A4 = 5

T | _
Partikularni feSeni: y = Exz e ¥,

ot - v oo
Obecné feseni: y = Cje 2"+ Cyxe 2x+§x2e 2
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Reseni: Zkracena rovnice: y" —3y'+2y=0.
Charakteristicka rovnice: k% -3k +2=0, ky=1,ky =2 .
Refeni y, = Cye*+ C, e**
Cislo ¢ =2i neni kofenem charakteristické rovnice, proto partikularni feSeni ma tvar
¥y = Asin2x + Bcos2x,
y'=2Acos2x—2Bsin2x,

y"=—-4A4sin2x —4Bcos2x,

—4 Asin2x —4Bcos2x —6Acos2x+ 6Bsin2x +2Asin2x +2Bcos2x = 5sin2x.
Porovname koeficienty, které jsou u funkce sin2x a u funkce cos2x:

—4A4+6B+24=5
—4B-64A+2B=0

24+6B=5
—64-2B=0
—204=5
il g3
4 4

Partikularni feSeni: y = —%sin 2x + %cos 2x.

1. 3
Obecné feseni: y = Cye*+ C, e** — Zsm2x - Zcos2x :

Priklad 21: VyteSte rovnici y” +y = 4sin.x.

Reseni: Zkracend rovnice: y" +y=0.

Charakteristicka rovnice: k% +1=0, kip==i.

Redeni y, = C; cosx + C, sinx .

Cislo ¢ =i je kofenem charakteristické rovnice, proto partikularni feSeni ma tvar
¥y = x(A4sinx + Bcosx),

' = Asinx + Bcos x + x(Acos x — Bsin x),

y" = Acosx— Bsinx+ Acosx — Bsinx + x(—Asinx — Bcos x),

2Acosx —2Bsinx — Axsinx — Bxcosx + Axsinx + Bxcosx = 4sinx .
Porovname koeficienty, které jsou u funkce sin x a u funkce cos x:
A=0,B=-2.

Partikularni feSeni: y = —2xcosx.
Obecné feSeni: y = C| cosx + C, sinx —2xcosx .
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