Funkce dvou a vice prom énnych

1. Motivace

V praxi nevystéime s funkcemi jedné pramné, ¥tSina veltin zavisi vice
nez na jedné okolnosti, nap

obsah obdélnika: S(x y) = X1y

kinetick& energie: E, =imv

ekonomika: plat=F (v,p,f,p.,..)

Analogicky zavadime funkcei= f(x Yy, 2, nag. pro fyzikalni veliny
v prostoru aw = f(x, Y, z f) pro velciny na prostordasech v teorii relativity.

2. Definice

Necht D je neprazdna mnozina biod roviré o sodadnicich[x, y] a H je
neprdzdna mnozina realnycisel. Funkci dvou realnych prordnnych x a y
nazyvame kazdé zobrazémhnoziny D na mnozinu H.

Zapis funkce: z= f(x y), pripadré pouze f (x, y) nebo f :[x,y] — z nebo
[xy,40 f.

Grafem funkce dvou proménnych rozumime plochu v prostoru o
souradnicich[x, vy, 2, pficemz[x, y| nabyvaji vSech hodnot z deftniho oboru
funkce.




Stejre jako u funkci jedné proémné nmiZze byt definiéni obor omezen
v dusledku nasledujicich podminek:

1. jmenovatel zlomku nesmi byt roven nule

2. sudou odmocninu lze k&t jen z nezapornéhisla

3. logaritmovat Ize jen kladnésla

4. argument funkci arcsin a arccos musf lezet v infary =(-1,1)

Priklad 6.1:Ur¢ete hodnotu funkcez =2-x? - y? v bodechA[1, 1], B[O, 1],
C[-1, 2] aD|2, -2].

Re3eni Dana funkce je definovana v celé ravi,. Funkni hodnoty
v danych bodech ziskame dosazenim prvnicliasimic bod za prorénnoux a
jejich druhych sotadnic bod za prongénnouy:

zZ(A)=f@)=2-1>-12=0, z(B)= f (0,1) =2-0>-1% =1,

2(C)=f(-12)=2-(-1)?-22=-3, 2zD)=f(2-2)=2-2>-(-2)°=-6.

Priklad 6.2: Ur¢ete definéni obor funkci:

_xry+l XY _In(y’ - 4x+8)
N gy D ez arcsing, o) Fey)=" p—mr

Priklad 6.3: Nacrtnéte graf funkce: a) z=6-x-2y, b) z=,4-x*-y*.

3. Parcialni derivace

Parcialni derivaci funkce z= f(x y) podle prominné x urcime tak, Ze
funkci derivujemepouzepodle proménné x (jako funkci z( X) jedné proranné)
a druhou prornnouy povazujeme za konstantu. Zimae ji symboly:



0z(x,y) _0z _of _ £

oX ox ox

Parcialni derivaci funkcez= f(x y) podle prominnéy urcime tak, Ze
funkci derivujemepouze podle pronénnéy (jako funkciz(y) jedné prominné)
a druhou pronnoux povazujeme za konstantu. Zimae ji symboly:

&Y,

A — ["-1-"|'| -ylﬁl ~'2'Jt:]]

Y

b—,

44. = [:(| | ~,§f||]

Geometricky vyznam parcialnich derivaci

Pro bod T =[x, ¥, f(%, ¥)] na plodez= f(x y) uvazujme jeho mimet
T =[%, Y| do D. Pak téna kiezu plochyz= f(x y) rovinou y=y, v bod T
ma snérnici

_of(T,)
kx - AX (1)

Podobg, telna kiezu plochy z= f(x y) rovinou x=%, vbod T ma
snErnici

Ot

= oy (2)



Priklad 6.5: Ur¢ete parcialni derivace funkcgx,y)=2-3x?+Iny +5xy?
v bodech A[1, 1] a B[O, 1].

Re3eni: Danéafunkce je definovana prp> 0 , tedy v celé horni polorovin

?—O 6x+0+ 51y? = —6x +5y?
X

po dosazeni sdadnic LG -6.1+51* =1, 62(8) =-60+51 =5,
X X
9z =0+0+— +5x2y E+10xy
oy y y
po dosazeni seadnic?Z® =111011=11, 4B _1,4001-1.
oy 1 ay 1

Parcialni derivace vysSSich rada

V piedchozi kapitole jsme zadanou funkzi= f(x y) derivovali vzdy
pouze jednou. Vypitali jsme proto parcialni derivace prvnihtadu.
Vypocitané parcialni derivace vSak jsouébgunkcemi promsnnych X, .
Muzeme je tedy stefnjako v @ipad funkce jedné progmné znovu derivovat a
ziskame celkentyii parcialni derivace druhéhlrédu:

ox\ ox) 0¥
derivujeme podle proémnéx a ¢teme druha parcialni derivace funkzpodle

d(oz\_0°z_ ., . ) . 0Z
s Zapis—| — |=— = f znamena, ze prvni parcialni derlvaéei Zznovu
X

2
proménné x. Podobg zélpisi 9z]_ 02 = f,, znamena, se92 derivujeme
aylay ) ay? oy
podle prongnnéy a ¢teme druha parcialni derivace funkcpodle prongnnéy.
2 2
Derlvace% a g— se nazyvajdruhé ¢isté parcialni derivacefunkcez(x, y),
X Y
protoze pi jejich vypaitu se neréni prongénna, podle které derivujeme.
2
o Z4pis i[%j 072 = f,, Znamena, Ze prvni parcialni deriva?éi znovu
dy \ 0x axay oX
derivujeme podle proémnéy a ¢teme druha parcialni derivace funkzpodle
2
promennych x a y. Podobg 9% :E:fy"X znamena, 29Q znovu
ox\ dy ) odyox oy
derivujeme podle proémnéx a ¢teme druha parcialni derivace funkzpodle
0°z a 0°z
oxdy  0yox

derivace funkce z(x, y), protoze @ jejich vypaitu derivujeme jednou podle
promEnnéx a podruhé podle pramnéy.

promennychy a x. Derivace se nazyvajdruhé smisSené parcialni




Priklad 6.7: Urcete parcialni derivace druhého #ettho fadu funkce
z=2-3%X + In y+ 5xy.

4. Tec¢na rovina a normala

Tetna rovinar k plosez= f(x y) je ukena bodem dotykl =[x, y,, 3] a
tecnami kiezim plochy z= f(x y) rovinami x=%, a y=yY,. Tedy, pro
libovolny bod X =[x, y, 4 roviny 7 plati

X=% y-Y% -3
1 0 Z(h)=0, (3)
0 1 Z(K

tedy,7:2-7=2((x Y+ A I ¥ o
Normala je pimka, ktera je kolma k t@é rovirg a prochazi bodem dotyku
T. Jeji snerovy vektor z tedyi = (2 (T), Z(T),~1).

5. Extrémy funkce vice prom énnych

Extrémy funkce vice proémnych jsou definovany analogicky jako extrémy
funkce jedné progmné. Stej jako u funkce jedné prainne je rozdlujeme na
lok&lni nebo také relativni (v okoli daného bodwl@alni nebo také absolutni
(v celém defininim oboru).

Pro funkci z= f(x y) musi byt téna rovina k ploSez= f(x y) v bock,

v némz nastane lokalni extrém rov@ina s rovinou Wenou 0SOWX a 0Souy.
To ale znamena, Ze vSechnyrte v tomto bod musi lezZet v roviéirovnolEzné
S 0SOUX a 0SouWy, protoze lezi v &né rovire k ploSe.

Nutnou podminkou existence lokalniho extrémufunkce z= f(x Y)
v bo S v jehoz okoli ma tato funkce spoijité parcialniigece, je tedy platnost

soustavy rovnic
0z(x,y) _0z _of _ 0 0z(x,y) _ 0z _of

, == =0 (4)
0X ox  OX oy ady oy

Tento bodS se nazyv&tacionarni bodunkcez= f(x y)




Postaujici podminka pro existenci lokalniho extrému ve tacionarnim
bodé S. Nechr bod S je stacionarnim bodem funkce= f(x y), ktera ma
v tomto bod spojité parcialni derivace druhétéaxu.

0°f(S) 0°f(9
2
ag=| X 0 ©)
0°f(S) 0°f(9
oxoy oy
Jestlize plati
— J(9>0a f,(S)>0, potom v bod S nastavdokalni minimum.

Ll

J(§)>0a f (S)<0, potom v bod Snastavdokalni maximum.

J(S) <0, potom v bod Snenastavéokalni extrém.

J(S) =0, potom o extrému v b&dS musime rozhodnout na zakéad
chovani funkce v okoli bodl

Pfi uréovani lokalnich extrétn funkce dvou prognnych je vhodné
dodrzovat nasledujici postup:

1.
2.

6.

Ur¢ime prvni parcialni derivace funkce.
Vypocitame stacionarni body;, S,,... funkce podle (4) gSenim

soustavy:
92 _y, 92_g, (6)
oX oy

Vypocitame druhé parcialni derivace funkce.

. Vypocitame determinand (S) z rovnice (5) pro stacionarni b&d

Na zaklad post&ujici podminky rozhodneme o existenci a druhu
extrému.
Body 4 a 5 opakujeme pro zbyvajici stacionarni body

Priklad 6.12: Urcete lokalni extrémy funkce= f(x,y) = 2y® + X’y + x* + 5y°.



Vazané extrémy




